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Проведен нелинейный анализ устойчивости стационарного вращения системы пяти оди-
наковых точечных вихрей, расположенных равномерно на окружности радиуса R0 вне кру-
говой области радиуса R. Задача сведена к проблеме устойчивости положения равновесия
гамильтоновой системы с циклической переменной. Устойчивость трактуется как устойчи-
вость по Раусу. Получены условия устойчивости, формальной устойчивости или неустой-
чивости в зависимости от значений параметра q = R2/R20.
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Введение
Задачу устойчивости стационарного вращения системы n одинаковых точечных вих-
рей, расположенных равномерно на окружности (томсоновского вихревого n-угольника),
поставил Кельвин (У.Томсон). Имеются ее обобщения на случаи вихрей внутри или вне
круговой области. Все эти проблемы решены Хавелоком [1] в линейной постановке. Ока-
залось, что соответствующие линеаризованные системы имеют экспоненциально растущие
решения при n  8 в задаче Кельвина и при n  7 — в ее обобщениях. Экспоненциальная
неустойчивость имеет место и при 2  n  6 (вихри внутри или вне круга), но при опре-
деленных значениях параметра задачи. В остальных случаях все собственные значения
матрицы линеаризации лежат на мнимой оси, так что для решения задачи устойчивости
требуется нелинейный анализ.
Исследования многих авторов проблемы Кельвина при n  7 завершено в точной нели-
нейной постановке в работах [2–4]. Результаты нелинейного анализа для круговой области
были анонсированы в заметке [5], подробно изложены для четного числа вихрей n = 2, 4, 6
в работе [6], а затем отдельно для треугольника [7, 8] и пятиугольника [9].
Устойчивость томсоновского вихревого n-угольника (n = 2, 4, 6) вне круговой области
исследована в рамках единого подхода в работе [10], а устойчивость вихревого треугольника
в работе [11].
В данной работе на основе результатов А.Д.Брюно, А.П.Маркеева и А. Г.Сокольского
(см. [12] и обзор [13]) проведен нелинейный анализ устойчивости томсоновского вихревого
пятиугольника вне круга.
1. Постановка задачи и формулировка результатов
Движение системы n точечных вихрей на плоскости вне круга радиуса R описывается


















Здесь zk = xk+iyk, k = 1, . . . , n— комплексные переменные, xk, yk — декартовы координаты
k-го вихря, κk — его интенсивность.
Далее будем полагать, что все вихри имеют одинаковую интенсивность κ. Система
с гамильтонианом (1.1) имеет точное решение













Таким образом, система n одинаковых вихрей, расположенных на окружности радиуса
R0 в вершинах правильного n-угольника, вращается с постоянной угловой скоростью ω =
= ω(q) (см. рис. 1).
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Рис. 1. Стационарное вращение правильного вихревого пятиугольника вне круга. Угловая скорость
вращения ω = ω(q) зависит от параметра q = R2/R20.
В следующих разделах проведен анализ устойчивости стационарного вращения (1.2)
вихревого пятиугольника. Заменами переменных задача сводится к исследованию гамиль-
тоновой системы с циклической переменной. Исключая из системы импульс, отвечающий
циклической координате, получаем приведенную гамильтоновую систему. Устойчивость
стационарного вращения (1.2) трактуется нами как устойчивость по Раусу [15], то есть
как устойчивость по Ляпунову положения равновесия приведенной системы. Соответствен-
но, неустойчивость вихревого многоугольника будет означать неустойчивость по Ляпунову
этого положения равновесия.
Далее также используется и понятие формальной устойчивости по Раусу, которое опре-
деляется как формальная устойчивость по Ляпунову приведенной системы. Формальная
устойчивость по Ляпунову положения равновесия системы означает (см., например, [12]),
что существует степенной ряд, возможно расходящийся, который формально является ин-
тегралом системы, достигающим минимума на этом положении равновесия.
В данной работе получен критерий устойчивости вихревого пятиугольника, схематично
изображенный на рисунке 2. Критическим значениям параметра q
q05 = .3303989374, q∗ = .3333770174, q∗5 = .3345958365 (1.3)
соответствуют резонансы (см. [12, 13]): q05 — двукратный нуль (диагонализируемый слу-
чай), q∗ — резонанс 1 : 2, q∗5 — резонанс 1 : 1 (недиагонализирумый случай).
Рис. 2. Критерий устойчивости вихревого пятиугольника вне круга: q ∈ (0, q05) — устойчивость
по Раусу (++); q ∈ [q05, q∗)∪ (q∗, q∗5] — формальная устойчивость по Раусу (сплошная дуга); q = q∗
и q ∈ (q∗5, 1) — неустойчивость (−−). Критические значения параметра q приведены в (1.3).
.
Устойчивость по Раусу, когда 0 < q < q05, следует из положительной определенно-
сти гамильтониана линеаризованной приведенной системы. Неустойчивость при условии
q∗5 < q < 1 доказана Хавелоком [1]: соответствующая линеаризованная система имеет экс-
поненциально растущие решения.
Доказательство формальной устойчивости по Ляпунову приведенной гамильтоновой
системы четырех степеней свободы, когда q ∈ (q05, q∗5)\q∗, состояло в проверке условий
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теоремы Брюно [16]. При q = q05 в задаче устойчивости имеет место критический слу-
чай двукратного нулевого собственного значения (диагонализируемый случай). Формаль-
ная устойчивость следует из результатов А. Г.Сокольского (см. [13, 17]). В критическом
случае двукратной пары чисто мнимых собственных значений (жорданова клетка) при q =
= q∗5 доказательство формальной устойчивости по Раусу повторяет рассуждения работы
[18]. При q = q∗ имеет место критический случай резонанса 1 : 2. Неустойчивость доказы-
вается применением результатов А.П.Маркеева [13, 19, 20].
2. Устойчивость вихревого пятиугольника. Линейный анализ
Пусть n = 5. Заменой переменных
zk(t) = eiωtvk(t), k = 1, . . . , 5
от системы с гамильтонианом (1.1) приходим к системе с гамильтонианом
E(v) = H(v) +
ω
2
M(v), M = κ
5∑
k=1

















, k = 1, . . . , 5 (2.2)













где r = (r1, . . . , r5), θ = (θ1, . . . , θ5).






(E0 + E2(v(ρ)) + E3(v(ρ)) + E4(v(ρ)) + . . . ). (2.4)
Многоточием обозначены слагаемые выше четвертой степени.
Квадратичная форма E2 представима в виде











выписана в работе Хавелока [1].
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Собственные значения λ1k, λ2k и iλ0k (k = 1, . . . , 5) матриц F1, F2 и G0, соответственно,
имеют вид [1]:










k(5 − k)− 5k(q
k − q5−k)
2(1 − q5) −
25q5−k(1− qk)2







Матрицы F1, F2 имеют общий собственный базис
hm = (1, cos(mα), . . . , cos(4mα))T, h5−m = (0, sin(mα), . . . , sin(4mα))T,





Fjhk = λjkhk, j = 1, 2, k = 1, . . . , 5.
Для матрицы G0 выполняются соотношения
G0hm = −λ0mh5−m, G0h5−m = λ0mhm, G0h5 = 0.
Собственные значения матрицы S получаем, собирая корни полиномов:
Λ2 − (λ1k + λ2k)Λ + λ1kλ2k − 14λ
2
0k, k = 1, . . . , 5. (2.8)
Cобственные значения матрицы линеаризации (2.6) вычисляются по формулам [1]
σ±k = −iλ0k ± 2
√
−λ1kλ2k, k = 1, . . . , 5. (2.9)
Все собственные значения матрицы L лежат на мнимой оси, когда выполнено неравен-
ство
0 < q  q∗5. (2.10)
Если же это условие нарушено (q∗5 < q < 1), то среди них есть собственные значения с по-
ложительной вещественной частью [1]. Критическое значение q∗5 указано в (1.3) и является
корнем полинома
P = −22q10 + 10q8 − 15q7 + 74q5 + 15q3 + 10q2 − 2. (2.11)
Пусть выполнено условие q ∈ (0, q∗5). Введем симплектическую матрицу A нормализующего
преобразования квадратичной части гамильтониана E2 (см., например, [12])
A = 1√
5
⎡⎢⎢⎣ −ν1h4 −ν2 h3 −ν2h3 −ν1 h4
h5√
2λ15
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, ξ = (ξ1, . . . , ξ5)T , ζ = (ζ1, . . . , ζ5)T (2.12)
приводит квадратичные слагаемые E2 разложения (2.4) к нормальной форме
E2(r(ξ, ζ), θ(ξ, ζ)) =ω1(ξ21 + ζ
2




2 )− ω3(ξ23 + ζ23 )+














Im σ+k , k = 1, 2, 4. (2.14)
Заметим, что переменная ζ5 — циклическая для полной нелинейной системы с гамиль-
тонианом E(r(ξ, ζ), θ(ξ, ζ)). Действительно, относительный гамильтониан E(v(r, θ)) инвари-
























, следовательно, гамильтониан E(r(ξ, ζ), θ(ξ, ζ)) не зависит от ζ5.
Полагая ξ5 = 0, получаем приведенный гамильтониан:
W (ξ1, . . . , ξ4, ζ1, . . . , ζ4) = E(r(ξ0, ζ0), θ(ξ0, ζ0)), (2.15)
где ξ0 def= (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, 0), ζ0
def= (ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, 0).




(zk + zk), ζk = −12 i(zk − zk), (2.16)





(W0 + W2 + W3 + W4 + . . . ), (2.17)
W2 = ω1|z1|2 + ω2|z2|2 − ω3|z3|2 + ω4|z4|2. (2.18)
Здесь многоточием обозначены слагаемые выше четвертой степени. Величины ωj (j =
= 1, . . . , 4) вычисляются по формулам (2.14), (2.9), (2.7) и изображены на рисунке 3.
Величина q05 задана в (1.3), находится из условия ω3 = 0 и является корнем полинома
Q =− 33q12 − 99q11 − 128q10 − 15q9 + 240q8 + 356q7 + 333q6+
+ 256q5 + 165q4 + 60q3 + 2q2 − 9q − 3. (2.19)
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Рис. 3. Зависимость частот ω1, . . . , ω4 от q на отрезках [0, q∗5] (a), [q05 − 10−2, q∗5] (b).
Пусть выполнено условие q ∈ (0, q05), тогда ωk > 0, k = 1, 2, 4, и ω3 < 0, так что приведен-
ный гамильтониан положительно определен. Следовательно, стационарное вращение (1.2)
устойчиво по Раусу.
Для дальнейшего применения общей теории устойчивости положений равновесий га-
мильтоновых систем нормализуем приведенный гамильтониан (2.15) до четвертого поряд-
ка включительно. При этом резонансные случаи не выше четвертого порядка подлежат
отдельному рассмотрению (см., например, [12, 13]). Они указаны в таблице 1. Три из них
разбираются в разделах 4–6. Это случай двукратного нуля (ω3 = 0), резонанс 1 : 2 (ω4 =
= 2ω3), резонанс 1 : 1 (ω2 = ω3). Остальные резонансы не играют роли, поскольку, как
показывают вычисления, в разложении приведенного гамильтониана отсутствуют отвеча-
ющие им специфические резонансные слагаемые.
Таблица 1. Перечень всех резонансных соотношений порядка  4
Двукратный нуль,
диагонализируемый случай ω3 = 0 q = q05 = .3303989374
Резонанс 1 : 2 ω2 = 2ω3 q = .3341203892
ω4 = 2ω3 q = q∗ = .3333770174
Резонанс 1 : 3 ω4 = 3ω3 q = .3326133065
ω2 = 3ω3 q = .3335293271
Резонанс 1 : 1 ω4 = ω3 q = .3345535197
ω2 = ω3 q = q∗5 = .3345958365
Резонанс 1 : 1 : 2 ω2 + ω4 = 2ω3 q = .3345910432
3. Применение теоремы Брюно в случае q ∈ (q05, q∗5)\q∗
Пусть q ∈ (q0, q∗). Квадратичная форма (2.18) знакопеременна (ωk > 0, k = 1, . . . , 4), но
все собственные значения матрицы линеаризации L лежат на мнимой оси. Форма третьей
степени разложения (2.17) имеет вид
W3 = ReU3, (3.1)
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U3 = i(a1 z42 z3 − a2 z1 z3 z4 + a3 z2 z4 z1 + a4 z42 z2+
+ a5 z22 z4 − a6 z32 z4 − a7 z12 z2 + a8 z22 z1−
− a9 z12 z3 − a10 z2 z4 z3 − a11 z1 z32 + a12 z1 z2 z3).
(3.2)
Графики вещественных коэффициентов aj (j = 1, . . . , 12) изображены на рисунке 4.
Рис. 4. Зависимость коэффициентов a1, . . . , a12 от q на интервале (q05, q∗5).




ckj|zk|2|zj |2 + . . . . (3.3)















кроме выписанных в (3.3), для которых величина
4∑
=1
(m − k) кратна пяти. Графики
величин ckj приведены на рисунке 5.
При помощи нормализующей замены (см., например, [12])
(zi, zi) → (Zi, Zi), i = 1, . . . , 4,
приводим гамильтониан (2.15) к нормальной форме до четвертого порядка включительно:
W = ω1|Z1|2 + ω2|Z2|2 − ω3|Z3|2 + ω4|Z4|2 +
∑
1kj4
Ckj|Zk|2|Zj |2 + . . . . (3.4)
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Рис. 5. Графики коэффициентов ckj(q) на интервале (q05, q∗5).
Здесь многоточием обозначены слагаемые четвертой степени и выше, кроме выписанных.



















− ω2 + ω1 − ω4 −
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ω1 − ω3 − ω4 + c14,
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Из теоремы А.Д.Брюно [16] следует, что нулевое положение равновесия гамильтоновой
системы с гамильтонианом (3.4) формально устойчиво по Ляпунову, если квадратичная
форма














4 + 2D12ρ1ρ2 + 2D14ρ1ρ4 + 2D24ρ2ρ4
является знакоопределенной в положительном полупространстве ρj  0.
Коэффициенты Dij все положительны на интервале q ∈ (q05, q∗) (см. рис. 6) и отрица-
тельны на интервале q ∈ (q∗, q∗5) (см. рис. 7). Отсюда и следует формальная устойчивость
по Раусу стационарного вращения (1.2) правильного вихревого пятиугольника вне круговой
области при выполнении условий q ∈ (q05, q∗5)\q∗.
Рис. 6. Графики коэффициентов Dij · 106 на интервале (q∗, q∗5).
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Рис. 7. Графики коэффициентов Dij · 106 на интервале q ∈ (q05, q∗).
4. Критический случай двукратной пары чисто мнимых
собственных значений: резонанс 1 : 1, q = q∗5
Пусть выполнено условие q = q∗5. Из представлений (2.7) следует, что λ12(q∗5) =
= λ13(q∗5) = 0. Спектр (2.9) матрицы линеризации L состоит из двукратного нулевого
собственного значения σ = 0, двукратной пары чисто мнимых собственных значений σ =
= ±iω∗, где ω∗ = λ02(q∗5) = .5678764813, и двух простых пар чисто мнимых собственных
значений. Каждому двукратному собственному значению соответствует жорданова клетка
в жордановой форме матрицы L.
Понятие нормальной формы квадратичного гамильтониана в критических случах дву-
кратных жордановых клеток обсуждается в работах [21, 22] вместе с алгоритмом построе-
ния матрицы нормализации. В рассматриваемых условиях квадратичную часть гамильто-










где B = 1√
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Переменная ζ5 — циклическая переменная для полной нелинейной системы. Полагая




(W0 +W2 +W3 + a∗(ζ32 + ζ22)2 + . . . ). (4.2)
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Многоточиями обозначены слагаемые четвертой степени и выше, кроме выписанных, при-
чем a∗ = −57.271076, W2 — квадратичная форма
W2 = ω∗1 (ξ12 + ζ12) + 12 (ξ2
2 + ξ32) + ω∗ (ξ3 ζ2 − ξ2 ζ3) + ω∗4 (ξ42 + ζ42) (4.3)
с коэффициентами
ω∗1 = ω1(q∗5) = 1.717773311, ω∗4 = ω4(q∗5) = .2554286482, ω∗ = .5678764814, (4.4)
а W3 — кубическая форма
W3 = α1 (ξ3(ζ1ζ4 + ξ1ξ4)− ξ2(ξ4ζ1 − ξ1ζ4)) + α2
(
ξ2




(−ξ12ξ3 + ξ3ζ12 + 2 ξ1ξ2ζ1)+ α4 (ξ22ζ4 − ξ32ζ4 − 2 ξ2ξ3ξ4)+
+ α5
(−ξ3ξ42 + ξ3ζ42 − 2 ξ2ξ4ζ4)+ α6 (ζ2ζ42 − ξ42ζ2 + 2 ξ4ζ3ζ4)+









2ζ4 − ζ22ζ4 + 2 ξ4ζ2ζ3
)
+
+ α11 (ζ4(ξ2ζ3 + ξ3ζ2) + ξ4(ξ2ζ2 − ξ3ζ3)) + α12
(
ζ1ζ2




α1 = .2649565946, α2 = .3461307873, α3 = .5640080910,
α4 = .1258475195, α5 = .1132967762, α6 = 6.899876845,
α7 = 2.358051096, α8 = 7.834591892, α9 = .4926700326,
α10 = 18.20295882, α11 = 1.566468753, α12 = 8.191044555.
Согласно общей теории, нормализованная до членов четвертого порядка включительно
функция Гамильтона (4.2) имеет вид
W(ψ, φ) = κ
2
4π
(E0 + ω∗1 (ψ12 + φ12) + 12 (ψ2
2 + ψ32) + ω∗ (ψ3 φ2 − ψ2 φ3)+
+ ω∗4 (ψ42 + φ42) + A∗(φ22 + φ
2
3)
2 + . . . ), (4.6)
где ψ = (ψ1, . . . , ψ4), φ = (φ1, . . . , φ4) — новые переменные, а многоточием обозначены сла-
гаемые четвертой степени и выше, кроме выписанных. Выкладки показали, что коэффициет
A∗ вычисляется по формуле





ω∗ − ω∗1 = 200.5128207608. (4.7)
Нулевое равновесие приведенной гамильтоновой системы с гамильтонианом (4.2) формаль-
но устойчиво по Раусу, поскольку величина A∗ положительна. Доказательство дословно
повторяет рассуждения в задаче устойчивости лагранжевых решений ограниченной про-
блемы трех тел [18].
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5. Критический случай двукратного нулевого собственного
значения: q = q05
Пусть выполнено условие q = q05. Из представлений (2.7) следует, что λ12(q05) =
= λ13(q05) = 0. В этом случае ω3(q05) = 0. Замечаем, что в разложении (2.17) форма
третьей степени (3.1) не содержит слагаемых z33 , z23z3, z3z23 и z33, и потому нормализован-
ный до четвертого порядка гамильтониан задается разложением (3.4), (3.5) при q = q05 и
для него в окрестности нуля справедлива следующая асимптотика:
H = ω◦1 |Z1|2 + ω◦2|Z2|2 + ω◦4|Z4|2 + C◦33|Z3|4 + o(|Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|4 + |Z4|2). (5.1)
Здесь знак ◦ означает, что коэффициенты вычислены в точке q = q05, так что
ω◦1 = 1.732776825, ω
◦
2 = .5600506530, ω
◦









+ c◦33 = −305.8673983682. (5.3)
Здесь a◦6 = 16.77119148, a◦11 = 7.984450360, c◦33 = −47.2526452941.
Коэффициент C◦33 < 0 и, согласно [13, 17, 22], имеет место формальная устойчивость
по Ляпунову приведенной системы.
6. Критический случай резонанса 1 : 2
Пусть q = q∗. В этом случае ω4 = 2ω3 = .2631689590. Таким образом, в задаче устой-
чивости нулевого решения гамильтоновой системы с гамильтонианом (2.17) имеет место
критический случай резонанса 1 : 2. Среди слагаемых третьей степени разложения (3.2)
есть резонансное слагаемое: −a6iz23z4, a6 = 30.73366162. Согласно результатам [13, 19, 20],
имеет место неустойчивость.
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The stability criterion of a regular vortex pentagon outside a circle
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The nonlinear stability analysis of a stationary rotation of a system of ﬁve identical point vortices
lying uniform on a circle of radius R0 outside a circular domain of radius R is performed. The
problem is reduced to the problem of equilibrium of Hamiltonian system with cyclic variable.
The stability of stationary motion is interpreted as Routh stability. The conditions of stability,
formal stability and instability are obtained subject to the parameter q = R2/R20.
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